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CONJECTURE DE BLOCH ET NOMBRES DE MILNOR
par
Fabrice Orgogozo
Introduction
0.1. Soient S = Spec(A) un trait hense´lien a` corps re´siduel alge´briquement clos, de point
ferme´ (resp. ge´ne´rique) s (resp. η), X un S-sche´ma plat, se´pare´ de type fini, purement de
dimension relative n ∈ N, et lisse en dehors d’un unique point ferme´ x de la fibre spe´ciale
Xs. On suppose de plus X re´gulier. Soit
(0.1.1) µ(X/S, x) = longOX,x Ext
1(Ω1X/S ,OX)x,
le nombre de Milnor de X en x ([SGA 7 xvi 1.2]).
Soient η¯ un point ge´ome´trique localise´ en η, et ` un nombre premier inversible dans OS ;
le complexe des cycles e´vanescents sur Xs, note´ Φ(F`), est concentre´ en x et a` cohomologie
constructible. Pour tout F`-espace vectoriel de dimension finie M , muni d’une action conti-
nue de pi1(η,η¯), on note dim totM l’entier dimF`(M) + Swan(M). Dans [SGA 7 xvi 1.9],
P. Deligne fait la conjecture suivante :
0.2 Conjecture ((( Deligne-Milnor ))). — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, on a l’e´ga-
lite´ :
(0.2.1) µ(X/S, x) = (−1)ndim totΦ(F`)x.
Cette conjecture est de´montre´e dans loc. cit. dans les trois cas suivants :
– n = 0,
– X/S pre´sente une singularite´ quadratique ordinaire en x,
– S est d’e´gale caracte´ristique.
0.3. Plus ge´ne´ralement, cette conjecture a un sens de`s que κ(s) est parfait. Cependant, on
ignore comment de´finir un second membre sans cette hypothe`se. Notons que, d’apre`s [Ill00],
Φ(F`) est concentre´ en degre´ n, de sorte que le second membre de 0.2.1 est dimF`(Φ
n(F`)x)+
Swan(Φn(F`)x).
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0.4. Soient S comme pre´ce´demment et X un S-sche´ma re´gulier, plat, se´pare´ de type fini,
purement de dimension relative n, a` fibre ge´ne´rique lisse. Soit
Art(X/S) = dim totRΓ(Xs,Φ(F`)),
le conducteur d’Artin. SiX/S est propre, le complexe des cycles proches calcule la cohomologie
de la fibre ge´ne´rique ge´ome´trique, et l’on a
Art(X/S) = χ(Xη¯)− χ(Xs) + SwanRΓ(Xη¯,F`).
Dans [Blo87], S. Bloch de´finit une classe de Chern localise´e
cn+1
X
Xs(Ω
1
X/S) ∈ CH0(Xs),
et fait la conjecture suivante :
0.5 Conjecture (Bloch). — Supposons de plus X/S propre, on a :
(0.5.1) Art(X/S) = (−1)n deg cn+1
X
Xs(Ω
1
X/S).
Cette conjecture est de´montre´e par S. Bloch dans loc. cit. pour n = 1, et par K. Kato et
T. Saito si l’on suppose que (Xs)re´d est un diviseur a` croisement normaux ([KS01]).
0.6. Dans [Ill72], L. Illusie de´finit les de´rive´s du foncteur non additif Λn+1. Si ZX/S ⊂ Xs
de´signe le lieu ferme´ de non lissite´ de f : X → S, le complexe LΛn+1Ω1X/S appartient a`
D
b
ZX/S
(X)parf . La structure de sche´ma (non ne´cessairement re´duit) sur l’espace ZX/S est
explicite´e dans la section suivante. D’apre`s T. Saito ([Sai88], 2.3 et [Sai00], corrections), on
a l’e´galite´
(0.6.1) deg cn+1
X
Xs(Ω
1
X/S) = χ(X,LΛ
n+1Ω1X/S),
ou` χ de´signe le compose´ KXs(X)
∼
→ K(Xs)
fs∗
→ K(s) = Z. Le terme de droite de 0.6.1 nous
permet de de´finir le second terme de 0.5.1 en supposant seulement que ZX/S est propre sur s
et par la` meˆme d’e´mettre la conjecture suivante :
0.7 Conjecture. — Soient S et X comme dans 0.4. Supposons le lieu ZX/S de non lissite´
de X/S propre sur s. On a :
Art(X/S) = (−1)nχ(X,LΛn+1Ω1X/S).
Nous verrons plus bas que c’est une ge´ne´ralisation commune de 0.2 et 0.5, de´montre´e pour
n = 1 dans l’appendice B. Le re´sultat principal de cette note est le the´ore`me suivant :
0.8 The´ore`me. — La conjecture 0.2 se de´duit de la conjecture 0.5.
On en tire le
0.9 Corollaire. — La formule de Deligne-Milnor est valable en dimension relative 1.
0.10. Nous ve´rifierons dans la section suivante que la conjecture 0.2 est e´quivalente a` la
conjecture 0.7 dans le cas ou` ZX/S = {x}. En particulier, 0.2 est e´quivalent a` 0.5 si X/S
est propre et pre´sente une unique singularite´ dans la fibre spe´ciale. Il serait inte´ressant de
ge´ne´raliser l’e´nonce´ 0.8 en une de´monstration de l’implication 0.5 ⇒ 0.7.
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0.11. Remerciements. — Ils vont en premier lieu a` Luc Illusie qui a eu la gentillesse de me
faire part de cette question et de sa note [Ill99], dans laquelle on trouve le lien entre puissances
exte´rieures de´rive´es et nombre de Milnor. Ses commentaires sur les versions pre´ce´dentes de
ce texte en ont grandement ame´liore´ la lisibilite´. Je remercie Michel Raynaud a` qui je dois la
de´monstration donne´e dans l’appendice A, Ofer Gabber qui a eu l’amabilite´ de relire ce texte
et de me sugge´rer quelques corrections, et enfin le rapporteur dont les remarques m’ont e´te´
bien utiles.
1. Nombre de Milnor et classe de Bloch
Les hypothe`ses sont celles du 0.4.
1.1. Description locale du lieu singulier. — Localement sur X pour la topologie de
Zariski, il existe un S-sche´ma lisse P de dimension relative n+1 et une S-immersion re´gulie`re
i : X ↪→ P (cf. par exemple [KS01], §1). Pour simplifier l’e´criture, nous notons encore X un
tel ouvert. La suite exacte en traits pleins
(1.1.1) 0 99K NX/P
d
→ i∗Ω1P/S → Ω
1
X/S → 0
est aussi exacte a` gauche. En effet, le faisceau NX/P est localement libre (de rang 1) par
hypothe`se et l’exactitude a` gauche est valable en restriction a` la fibre ge´ne´rique Xη, suppose´e
lisse sur η. L’image JX du morphisme NX/P ⊗OX (i
∗Ω1P/S)
∨ → OX de´finit un sous-sche´ma
ferme´
e : Z ↪→ X.
C’est l’ide´al JacobienJ nX/S (cf. [SGA 7 vi §5]) abstraitement de´fini comme l’ide´al de Fitting
Fittn(Ω
1
X/S). En particulier, il est inde´pendant du choix de P , ce qui re´sulte aussi de 1.1.4.
De la suite exacte 1.1.1, on de´duit la suite exacte :
(1.1.2) NX/P ⊗OX i
∗ΩnP/S → i
∗Ωn+1P/S → Ω
n+1
X/S → 0.
Par tensorisation avec le faisceau (i∗Ωn+1P/S)
∨, localement libre de rang 1, on en de´duit une
suite exacte :
(1.1.3) NX/P ⊗OX (i
∗Ω1P/S)
∨ d
∨
→ OX → Ω
n+1
X/S ⊗OX (i
∗Ωn+1P/S)
∨ → 0.
Ainsi, on a un isomorphisme
(1.1.4) OZ = OX/JX
∼
→ Ωn+1X/S ⊗OX (i
∗Ωn+1P/S)
∨,
1.2. Expression locale de T 1X/S = Ext
1(Ω1X/S ,OX). — Plac¸ons-nous dans un ouvert affine
convenable deX, comme dans le paragraphe pre´ce´dent. La re´solution localement libre de Ω1X/S
permet de calculer le faisceau T 1X/S . En appliquant le foncteur Hom(−,OX) a` 1.1.1, on trouve
la suite exacte :
(i∗Ω1P/S)
∨ → N ∨X/P → Ext
1(Ω1X/S ,OX)→ 0.
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Tensorisant 1.1.3 avec N ∨X/P , on obtient un isomorphisme
T 1X/S = Ω
n+1
X/S ⊗OX (i
∗Ωn+1P/S)
∨ ⊗OX N
∨
X/P(1.2.1)
= OZ ⊗OX N
∨
X/P .(1.2.2)
Ainsi, T 1X/S a pour support Z, donc est de longueur finie sur OX,x si Zre´d = {x}. En
particulier, si P = An+1S , et 0 ∈ X = V (f) est une singularite´ isole´e, on retrouve la de´finition
usuelle du nombre de Milnor donne´e dans [SGA 7 xvi §1] :
µ(f) = longAA[t1, . . . ,tn+1](t1,...,tn+1)/
(
f,
∂f
∂t1
, . . . ,
∂f
∂tn+1
)
.
1.3. Complexes de Koszul et de´rive´s des puissances exte´rieures. —
1.3.1. Rappels et notations. — Soient R un anneau local re´gulier, r un entier, et u =
(u1, . . . ,ur) : R
r → R une application R-line´aire. Notons e1, . . . ,er la base canonique de
Rr et
Kos
x(u) : [0→ ΛrRr → · · · → Λk+1Rr → ΛkRr → · · · → Rr
u
→ R→ 0],
le complexe de Koszul usuel, ou` R est place´ en degre´ 0 et Λk+1Rr → ΛkRr est donne´ par
x = ei1 ∧ · · · ∧ eik+1 7→ xxu =
k+1∑
j=1
(−1)j−1u(eij )ei1 ∧ · · · ∧ êij ∧ eik+1 .
On a H0
(
Kos
x(u)
)
= R/u(Rr), et le morphisme canonique Kosx(u)→ R/u(Rr) est un isomor-
phisme si, et seulement si, la suite u est re´gulie`re (comple`tement se´cante dans la terminologie
de Bourbaki [Bou80]), c’est-a`-dire longR
(
R/u(Rr)
)
< +∞ si l’on suppose de plus r = dim R.
Dualement, pour tout morphisme v : R→ Rr, on a le complexe
Kos
∧(v) : [0→ R
v
→ Rr → · · · → ΛkRr
v∧
→ Λk+1Rr → · · · → ΛrRr → 0],
ou` R est a` nouveau place´ en degre´ 0.
Rappelons enfin la dualite´ de Koszul (cf. par exemple [Eis95], 17.15) : Kosx(u)∨
∼
→ Kos∧(u∨).
1.3.2. Soient R et r comme pre´ce´demment, et Cv : [R
v
→ Rr] un objet de D−coh(R) (la cate´gorie
des complexes borne´s supe´rieurement de R-modules dont les groupes de cohomologie sont de
type fini), ou` R est place´ en degre´ −1.
1.4 Lemme. — Avec les notations pre´ce´dentes, on a un isomorphisme dans D−coh(R) :
LΛr(Cv) = Kos
∧(v)[r].
De´monstration. — D’apre`s l’isomorphisme de Quillen (cf. [Ill72], i.4.3.2), on a LΛr(Cv) =
LΓr(Cv[−1])[r], ou` Γ de´signe le foncteur non additif (( alge`bre a` puissances divise´es )) (les
tenseurs syme´triques). Il est de´montre´ dans loc. cit., viii.2.1.2.1 que si L = [R
a
→ Rr], ses
composantes e´tant place´es en degre´ 0 et 1, on a LΓr(L ) = Kos∧(a). Le lemme en de´coule.
On trouvera dans loc. cit. des re´sultats plus ge´ne´raux : cas des complexes a` composantes
plates, etc.
En particulier, il re´sulte de la dualite´ de Koszul que le morphisme canonique LΛrCv →
ΛrH0(Cv) est un isomorphisme si v est une suite re´gulie`re.
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CONJECTURE DE BLOCH ET NOMBRES DE MILNOR 5
1.5. Globalisation. —
1.5.1. Sous les hypothe`ses de 0.4, on a :
1. l’ide´al Jacobien JX est l’annulateur du OX -module Ω
n+1
X/S . Par la suite, nous noterons
e : ZX/S = V (AnnΩ
n+1
X/S) ↪→ X.
2. le morphisme canonique LX/S → Ω
1
X/S , ou` LX/S est le complexe cotangent de´fini
dans [Ill72], est un isomorphisme (dans la cate´gorie de´rive´e ade´quate).
3. on a un isomorphisme canonique
(1.5.1) T 1X/S = e∗(e
∗Ωn+1X/S)
∨ ⊗OX de´t(Ω
1
X/S)
4. le morphisme canonique
(1.5.2) LΛn+1Ω1X/S → Ω
n+1
X/S
est un isomorphisme si ZX/S est de dimension 0.
Le premier e´nonce´ re´sulte de 1.1.4. Le second est bien connu (cf. [KS01], §1.5) et justifie
la de´finition que nous avons prise du faisceau T 1X/S dans le paragraphe pre´ce´dent. L’isomor-
phisme 1.5.1 est une globalisation de 1.2.1, que nous laissons au lecteur. (Voir [KM76] pour
la de´finition du de´terminant d’un complexe parfait.) Rappelons cependant que localement,
avec les notations de 1.1.1, on a de´t(Ω1X/S) = i
∗Ωn+1P/S ⊗NX/P
∨. Le dernier point re´sulte, par
localisation, des calculs locaux pre´ce´dents : LΛn+1Ω1X/S est acyclique hors du degre´ 0.
1.5.2. Pour me´moire, signalons le re´sultat suivant. Soit L le faisceau H−1Le∗Ω1X/S conside´re´
dans [KS01]. Sous les hypothe`ses de 1.1, le complexe Le∗Ω1X/S est (localement) isomorphe
au complexe [e∗NX/P
0
→ (ie)∗Ω1P/S ], si bien que L est (localement) isomorphe a` e
∗NX/P . Le
faisceau inversibleL ∨, localement isomorphe a` e∗N ∨X/P , est globalement isomorphe a` e
∗T 1X/S .
2. Compactification
Le re´sultat principal est le suivant :
2.1 Proposition. — Sous les hypothe`ses de 0.2, et si l’on suppose de plus S complet, il
existe un S-sche´ma projectif et plat Y , purement de dimension relative n, lisse en dehors d’un
unique point ferme´ y de la fibre spe´ciale Ys, tel que les hense´lise´s stricts X(x) et Y(y) soient
S-isomorphes.
La de´monstration fait l’objet des paragraphes 2.2 a` 2.7. Dans le cas de la dimension rela-
tive 1, un autre argument, duˆ a` M. Raynaud, est donne´ dans l’appendice A.
2.2. Comme X est re´gulier et que toute S-immersion dans un S-sche´ma lisse est re´gulie`re,
il existe un entier r tel que (X,x) soit Zariski-localement isomorphe a` (V (f),0), ou` f =
(f1, . . . ,fr) est une suite re´gulie`re de A[T1, . . . ,Tn+r] = A[T] et {0} de´signe l’origine de A
n+r
s .
On suppose de´sormais S complet, X = V (f) et x = 0. Notons m (resp. mˆ) l’ide´al maximal
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6 FABRICE ORGOGOZO
en l’origine de A[t] (resp. du comple´te´ A[[t]]) et mˆX (resp. mX) l’image de mˆ dans R
de´f
= ÔX,x
(resp. l’ide´al maximal de OX,x). Enfin, supposons µ = µ(X/S, x) > 0.
2.3 Lemme. — Sous les hypothe`ses de 2.2, il existe un entier λX,x tel que pour toute suite
g = (g1, . . . ,gr) de A[T1, . . . ,Tn+r], satisfaisant les r relations de congruences gi− fi ∈ m
λX,x,
les deux sche´mas strictement locaux V (g)(0) et X(x) soient S-isomorphes.
La de´monstration se coupe en deux : une partie formelle (2.4), et une de descente aux
hense´lise´s.
2.4 Lemme (Suffisance des jets). — Pour tout r-uplet d’e´le´ments g ∈ A[[T]]r, satis-
faisant f − g ∈ (mˆ3µ)r, il existe x = (x1, . . . ,xn+r) dans A[[T]]
n+r
, tel que x ≡ T mod mˆ2 et
g(x) = 0 dans A[[T]]/(f). En d’autres termes, il existe un A-isomorphisme tangent a` l’iden-
tite´ : A[[T]]/(g)
∼
→ A[[T]]/(f), de´fini par ti 7→ xi.
Notons f ′ l’application line´aire A[T]n+r → A[T]r, de´finie par les de´rive´es partielles ∂fi∂Tj .
Par hypothe`se, le nombre de Milnor
µ = longRR
r/Im(f ′R) ≥ 1,
est fini (cf. 1.2), ou` f ′R de´signe f
′⊗A[T] R. (De meˆme, nous noterons gR l’image dans R
r d’un
g, mais nous noterons t l’image des variables T dans R.) Ainsi, (mˆµXR)
r ⊂ f ′RR
n+r. On en
de´duit, pour tout c ∈ N, l’inclusion de sous-R-modules de Rr :
(mˆµ+cX R)
r ⊂ f ′R
(
(mˆcXR)
n+r
)
(?c).
Remarquons que si g ∈ A[[T]]r satisfait les congruences fR − gR ∈ (mˆ
µ+2
X )
r, l’inclusion (?0)
est encore valable avec g′R a` la place de f
′
R. Conside´rons g ∈ A[[T]]
r tel que g − f ∈ (mˆ3µ)r
comme dans l’e´nonce´ et taˆchons de ve´rifier les conclusions de 2.4. Soit ε ∈ Rn+r ; la formule
de Taylor pour g, vu comme e´le´ment de R[[T]] via le plongement A ↪→ R, s’e´crit :
g(t+ ε) = g(t) + g′(t) · ε+
(
termes quadratiques en ε
)
.
Il s’agit d’une e´galite´ dans Rr. Remarquons que g(t) n’est autre que gR, de meˆme que l’ap-
plication line´raire g′(t) correspond a` g′R.
D’apre`s (?2µ), on peut trouver ε[0] ∈ (mˆ
2µ
X R)
n+r tel que g′R · ε[0] = fR − gR. Conside´rons
ε˜[0] ∈ A[[T]]
n+r un rele`vement quelconque de ε[0] ∈ R
n+r. Notons g[0] ∈ A[[T]] la se´rie formelle
g(T+ ε˜[0]).
La formule pre´ce´dente montre qu’on a alors g(t + ε[0])(= g[0](t)) = gR + α[1], ou` α[1] ∈
(mˆ4µX R)
n+r. La nouvelle se´rie g[0] satisfait donc en particulier les inclusions (?c), pour le meˆme
µ, car on a (g−g[0])R ∈ (mˆ
3µ
X )
r ⊂ (mˆµ+2X )
r. Par re´currence, on construit de proche en proche,
une suite d’e´le´ments ε[i] ∈ (mˆ
(2i+1)µ
X R)
n+r (et leurs rele`vements ε˜[i]), pour i ≥ 0, telle que
g[i]R
de´f
= g(t+ ε[0] + · · ·+ ε[i])
(
= g[i−1](t+ ε[i])
)
= fR + α[i+1],
ou` α[i+1] ∈ (mˆ
(2i+1+2)µ
X R)
r. L’anneau R e´tant complet, on peut conside´rer
ε =
∞∑
i=0
ε[i] ∈ mˆ
2
X .
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CONJECTURE DE BLOCH ET NOMBRES DE MILNOR 7
On a g(t+ ε) = f(t) = 0. Donc, si ε˜ ∈ (mˆ2)n+r rele`ve ε, alors x = T+ ε˜ ve´rifie les conditions
de 2.4.
Alge´brisation. — Montrons que l’entier λX,x = 3µ de 2.4 convient pour 2.3. Soit
B = A[T1, . . . ,Tn+r]m
hs/(f1, . . . ,fn) = Γ(X(x),O);
par hypothe`se les e´quations g1 = · · · = gn = 0 ont une solution dans B̂. Comme B est
l’hense´lise´ du localise´ d’un sche´ma de type fini sur un trait complet donc excellent, on peut
utiliser le the´ore`me d’approximation de M. Artin. Ainsi, il existe des xi, 1 ≤ i ≤ n+r, congrus
aux Ti modulo m
2
X tels que g(x) = 0 dans B. On peut donc de´finir un A-morphisme ϕ :
A[T]m
hs/(g)→ B, par Ti 7→ xi. Le morphisme ϕ̂ induit sur les comple´te´s est un isomorphisme ;
le morphisme ϕ est donc e´tale et, finalement, un isomorphisme.
2.5 Remarque. — On peut aussi, comme l’a remarque´ le rapporteur, utiliser le lemme 2
p. 561 de [Elk73] pour de´montrer directement le lemme 2.3.
2.6. Soient X,n, et λX,x = λ comme pre´ce´demment. Le proble`me e´tant local au voisinage
de x sur X pour la topologie de Zariski, on peut supposer qu’il existe un entier r et un S-
module E
∼
→ On+rS tel que X soit isomorphe a` un sous-sche´ma ferme´ de V(E ), de´fini par un
S-morphisme f : OrS → S(E ), satisfaisant les hypothe`ses de 2.2. D’apre`s 2.3, on peut supposer
que f est a` valeur dans
S(E )≤λ = OS ⊕ · · · ⊕ S
λ(E ).
Remarquons qu’il est important de ne pas choisir imme´diatement d’isomorphisme Γ(S,E )
∼
→
An+r. Cela simplifie les calculs qui vont suivre ; je dois cette remarque a` Luc Illusie.
Pour tout morphisme a : OrS → S(E ), et pour tout entier i ∈ N, notons a
[i] la composante
homoge`ne de degre´ i de a et a[≤i] = a[0]+ · · ·+a[i] sa partie de degre´ infe´rieur a` i. Posons E˜ =
OSt0⊕E , etPE = P(E˜ ). Si a est un morphisme O
r
S → S(E )≤λ+2, notons a˜ = a
[λ+2]+t0a
[λ+1]+
· · ·+tλ+20 a
[0]. Enfin, notons Y (a)/S le S–sche´ma projectif V (a˜) ↪→ PE , et y = (1,0E ) ∈ (PE )s :
c’est l’image de x par l’immersion compose´e X ↪→ V(E ) ↪→ PE . Remarquons qu’en vertu
de 2.3, si a : OrS → S(E )≤λ+2 a pour λ–tronque´ f , les hense´lise´s stricts Y (a)(y) et X(x) sont
automatiquement S-isomorphes. On cherche a tel que Y (a) satisfasse les autres conditions
de 2.1, c’est-a`-dire les hypothe`ses de lissite´ et de dimension relative hors de y. Il suffit de les
ve´rifier en les points ferme´s de la fibre spe´ciale (prive´e de y). En effet, si elles sont satisfaites
en ces points, le sche´ma Y (a) sera re´gulier en tous les points ferme´s de Y (a)s. Comme le
lieu reg(Y (a)) des points re´guliers est ouvert (cf. [Gro69] iv.6.12.6), cet ouvert contient
ne´cessairement toute la fibre spe´ciale et, par proprete´, on a l’e´galite´ reg(Y (a)) = Y (a). De
meˆme, le morphisme Y (a) → S est aussi plat car il est plat en tous les points ferme´s de la
fibre spe´ciale et son lieu de platitude est ouvert (cf. [Gro69] iv.11.1.1). La fibre ge´ne´rique
est lisse : tout point yη de Yη est ge´ne´risation d’un point ys de Ys. Si ys est diffe´rent de y, la
lissite´ est e´vidente par hypothe`se tandis que si ys = y cela re´sulte du fait que l’on a suppose´
Spec(OX,x) − {x} essentiellement lisse sur S. Finalement, pour de´montrer 2.1, il nous suffit
de de´montrer la proposition suivante :
2.7 Proposition. — Il existe un morphisme a : OrS → S(E )≤λ+2 tel que a
[≤λ] = f et
Y (a) → S soit lisse de dimension relative n en tous les points ferme´s de la fibre spe´ciale
diffe´rents de y.
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Conside´rons le S–sche´ma T = V
(
Hom(OrS ,S
λ+1(E ) ⊕ Sλ+2(E ))∨
)
, parame´trant les mor-
phismes a : OrS → S(E )≤λ+2 tels que a
[≤λ] = f . Au-dessus de T , on a la varie´te´ universelle
Y → PE ×S T . La projection h : Y → T admet une section au-dessus de Ts, qui correspond
a` l’origine y, et que nous noterons donc y. Soit Z le ferme´ comple´mentaire de l’ouvert ou` h
est lisse de dimension relative n, muni par exemple de la structure re´duite. Pour conclure, il
suffit de de´montrer le
2.8 Lemme. — Soit z 6= y un point ferme´ de PE s, qui est dans l’image de la projection
Z → PE . La codimension de Z ∩ (z ×S T ) dans Ts vaut n+ r + 1.
En effet, 2.8 entraˆıne que la codimension de Zs dans (PE ×ST )s est supe´rieure a` n+r+1 =
dim PE s + 1 en tout point qui n’est pas dans y(Ts). Ainsi, les composantes irre´ductibles de
Zs qui ne sont pas contenues dans y(Ts) sont de dimension strictement infe´rieure a` dim Ts.
L’union des images par h de ces composantes est donc un sous-sche´ma ferme´ I (car h est
propre) strict de Ts. SoitM l’ouvert Z −y(Ts) de Z . Les deux inclusions h(M (k)) ⊂ I (k) (
T (k) (on rappelle que k = κ(s) est suppose´ alge´briquement clos) entraˆınent l’inclusion stricte
h(M (k)) ( T (k). Ainsi, si t est une section de T sur S de re´duction dans T (k)−h(M (k)), le
sche´ma Yt → t
∼
→ S est lisse en tout point ferme´ de (Yt)s, excepte´ y, d’ou` la proposition 2.7.
Insistons sur le fait que cela est a priori plus fort que la lissite´ de (Yt)s/s (hors y).
De´monstration de 2.8. — Soit z comme dans l’e´nonce´. On peut choisir un isomorphisme E˜
∼
→
OSt0 ⊕ · · · ⊕ OStn+r tel que z ∈ (PE )s
∼
→ Pn+rs (resp. y) soit de coordonne´es (0,0, . . . ,0,1)
(resp. (1,0,0, . . . ,0)). Cela re´sulte du fait que z est suppose´ diffe´rent de y. Le sche´ma T est S-
isomorphe a` un espace affine S[c(i,α)], de dimension relative NT sur S, ou` i parcourt l’ensemble
{1, . . . ,r} et α l’ensemble des suites finies dansNn+r de somme |α| appartenant a` {λ+1,λ+2}.
Le sous-sche´ma ferme´ Y de PE ×S T est de´fini par l’annulation des r e´quations :
tλ+20 fi(
t1
t0
, . . . ,
tn+r
t0
)︸ ︷︷ ︸
gi(t0,...,tn+r)
+
∑
|α|∈{λ+1,λ+2}
ci,αt
λ+2−|α|
0 t
α1
1 · · · t
αn+r
n+r .
Soit z˜ = (z,a) un point de Y au-dessus de z ; en son voisinage, Y est donc T -isomorphe au
sous-sche´ma ferme´ de T [t′0,t
′
1, · · · ,t
′
n+r−1]
∼= A
NT+n+r
S , d’e´quations
a˜i = gi(t
′
0, . . . ,t
′
n+r−1,1) +
∑
α
ci,α t
′λ+2−|α|
0 t
′α1
1 · · · t
′αn+r−1
n+r−1 · 1
αn+r︸ ︷︷ ︸
mα(t′)
.
Il re´sulte de cette description et du crite`re Jacobien, que Zs, la fibre spe´ciale du sche´ma Z ,
co¨ıncide avec le lieu ou` hs n’est pas lisse de dimension relative n, du moins au-dessus de
l’ouvert affine S[t′0,t
′
1, · · · ,t
′
n+r−1] de PE ne contenant pas y. On peut donc faire notre calcul
de codimension en travaillant uniquement sur k = κ(s) (et dans l’espace affine pre´ce´dent).
Pour chaque i ∈ {1, . . . ,r}, le seul monoˆmemα(t
′) qui ne soit pas nul e´value´ en z est celui pour
lequel α = (0,0, . . . ,0,λ+ 2)
de´f
= β. Comme le point z˜ ∈ ANT+n+rS appartient a` Y , sa seconde
coordonne´e a appartient au sous-espace affine Lz de Ts d’e´quations gi(0,0, . . . ,0,1)+ci,β(a) =
0, ou` i appartient a` {1, . . . ,r}. Pour un tel indice i, calculons la de´rive´e partielle
∂a˜i
∂t′0
en z
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dans ces coordonne´es. Elle vaut :
∂gi
∂t′0
n+r ze´ros︷ ︸︸ ︷
(0, . . . ,0)
︸ ︷︷ ︸
χi,0
+ci,γ(a),
ou` γ ∈ Nn+r est la suite (0, . . . ,0,λ + 1). En effet, pour que la de´rive´e partielle par rapport
a` t′0 du monoˆme t
′λ+2−|α|
0 t
′α1
1 · · · t
′αn+r−1
n+r−1 soit non nulle e´value´e en (0, . . . ,0), il faut que α1 =
· · · = αn+r−1 = 0 et |α| = λ + 1. Pour α = γ cette de´rive´e partielle vaut 1. Si maintenant j
est un indice dans {1, . . . ,n+ r − 1}, on a de meˆme :
∂a˜i
∂t′j
(0, . . . ,0) =
∂gi
∂t′j
(0, . . . ,0)
︸ ︷︷ ︸
χi,j
+ci,γ(j)(a),
ou` γ(j) ∈ Nn+r est de´finie par γ(j)j = 1, γ(j)u = 0 pour u /∈ {j,n+ r}, et |γ(j)| = λ+ 2. On
peut noter qu’avec ces conventions, on a l’e´galite´ χi,j = 0 pour tous les couples (i,j) conside´re´s.
Cela re´sulte du fait que t′20 divise tous les gi. La condition z˜ = (z,a) ∈ Zz est donc de´finie
dans Ts par l’intersection du sous-espace affine Lz, de codimension r, et du sous-sche´ma ferme´
d’e´quations les mineurs r × r de la matrice

c1,γ · · · cr,γ
c1,γ(1) · · · cr,γ(1)
...
. . .
...
c1,γ(n+r−1) · · · cr,γ(n+r−1)

 .
Comme les suites γ,γ(i), i ∈ {1, . . . ,n + r − 1} sont distinctes, le sous-sche´ma Min de´fini
par l’annulation de ces mineurs est de codimension n + 1 dans l’espace affine Ts (cf. par
exemple [Art76]). De plus comme ces suites sont diffe´rentes de β, l’intersection de Min avec
le sous-espace affine Lz est transverse. Ainsi, codimTs(Zz) = r+(n+1), d’ou` le re´sultat.
3. De´monstration du the´ore`me 0.8
Commenc¸ons par remarquer que pour de´montrer la conjecture 0.2, on peut supposer S
complet. En effet, d’apre`s [SGA 41
2
Th. Finitude 3.7], le terme e´tale est invariant chan-
gement de base Sˆ → S, ou` Sˆ de´signe le comple´te´ de S le long du point ferme´. L’e´galite´ des
termes cohe´rents, µ(X/S, x) = µ(XSˆ/Sˆ, x), re´sulte de l’isomorphisme OZSˆ = OZS ⊗OS OSˆ ,
dans les notations de 1.2.1. Ceci e´tant, on peut supposer d’apre`s 2.1, que X/S est propre car
les deux termes de l’e´galite´ a` de´montrer ne de´pendent que de l’hense´lise´ (strict) en x. D’un
coˆte´ on a, inconditionnellement,
χ(X,LΛn+1Ω1X/S)
1.5
= χ(X,Ωn+1X/S)
1.2.1
= µ(X/S, x),
tandis que la conjecture de Bloch pre´dit que
χ(X,LΛn+1Ω1X/S) = (−1)
nArt(X/S) = (−1)ndim totΦ(F`).
Donc 0.5 implique 0.2.
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Annexe A. Compactification en dimension relative 1
Voici l’argument de M. Raynaud qui permet de de´montrer directement 2.1 dans le cas des
courbes. Supposons X/S affine (et S complet). Notons Y = Xs la fibre spe´ciale. Comme c’est
une courbe, il existe une compactification Y de Y , projective, et lisse hors de x. Le s-sche´ma
Y − {x} est affine et lisse donc (cf. [SGA 1 iii 6.8]) il existe un S-sche´ma formel affine et
lisse T dont Y − {x} est la fibre spe´ciale. L’affine Y − {x} admet un unique rele`vement
formel U sur S. Il est naturellement muni d’immersions ouvertes U ↪→ T et U ↪→ X̂, ou`
X̂ de´signe le comple´te´ formel le long de la fibre spe´ciale. On peut donc recoller T et X̂ le
long de U : le sche´ma formel T
∐
U
X̂ est une de´formation plate de Y , donc propre sur S et
s’alge´brise (cf. [SGA 1 iii 7.2]) en un sche´ma X ′ sur S propre et lisse hors de x sur S, qui
est formellement, donc localement pour la topologie e´tale (cf. 2.2), isomorphe a` X en x.
Ce type d’argument est aussi utilise´ dans [Lau81], et repris dans [KSS88] proposition 4.1.
Annexe B. De´monstration de la conjecture 0.7 en dimension relative 1
Reprenons les notations de 0.4, en supposant de plus que n = dimX/S = 1. Posons
Z = ZX/Sre´d. Utilisant a` nouveau la me´thode de l’annexe A, avec Z a` la place de {x}, on voit
qu’il existe un sche´ma X ′, propre sur S, obtenu par alge´brisation d’un sche´ma formel sur S,
tel qu’on ait une immersion ouverte X̂ ↪→ X̂ ′, induisant un isomorphisme entre les comple´te´s
formels X/Z et X
′
/Z le long de Z, avec l’hypothe`se supple´mentaire que X
′ est lisse sur S hors
de Z.
B.1 Lemme. — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, on a
dim totRΓ(Xs,ΦX(F`)) = dim totRΓ(X
′
s,ΦX′(F`)).
De´monstration. — En effet, on a RΓ(Xs,ΦX(F`)) = RΓ(Z,ΦX(F`)|Z) ; idem pour X
′. Or,
d’apre`s [Ber96] Theorem 3.1, les complexes ΦX′(F`)|Z et ΦX(F`)|Z sont isomorphes comme
complexes de F`–faisceaux sur Z munis d’une action continue de pi1(η,η¯).
Il nous faut maintenant comparer les termes cohe´rents.
Soit I l’ide´al de de´finition de Z dans X. Notons i : X/Z → X le morphisme d’espaces
annele´s canonique, et in : Zn ↪→ X l’immersion ferme´e d’ide´al I n+1. Notons Ω1X/Z le OX/Z–
module limite (projective) limnΩ
1
(X/Z)n/S
; dans la suite, on identifiera (X/Z)n et Zn. Pour
chaque n ∈ N, on a un morphisme canonique i∗nΩ
1
X/S → Ω
1
Zn/S
. Par passage a` la limite, on
en de´duit un morphisme limn i
∗
nΩ
1
X/S → Ω
1
X/Z
, que l’on peut composer avec le morphisme
canonique i∗Ω1X/S → limn i
∗
nΩ
1
X/S .
B.2 Lemme. — Le morphisme i∗Ω1X/S → Ω
1
X/Z
de´fini pre´ce´demment est un isomor-
phisme.
De´monstration. — D’apre`s [Gro69] i 10.8.8. (ii) le morphisme i∗Ω1X/S → limn i
∗
nΩ
1
X/S est un
isomorphisme car Ω1X/S est cohe´rent.
E´crivons la suite exacte associe´e a` l’immersion ferme´e in de S-sche´mas :
I n+1/(I n+1)2 → i∗nΩ
1
X/S → Ω
1
Zn/S
→ 0
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Le syste`me projectif I n/(I n)2 est essentiellement nul, donc le morphisme (i∗nΩ
1
X/S)n →
(Ω1Zn/S)n est un isomorphisme de pro-objets. Le morphisme limn i
∗
nΩ
1
X/S → Ω
1
X/Z
est donc
e´galement un isomorphisme.
Comparons maintenant les puissances exte´rieures de´rive´es.
Par fonctorialite´ des foncteurs de´rive´s a` gauche, on a un morphisme canonique
Li∗LΛ2(Ω1X/S)
∼
→ LΛ2Li∗(Ω1X/S)→ LΛ
2i∗(Ω1X/S).
Il re´sulte de la platitude de i que le morphisme de foncteurs Li∗ → i∗ est un isomorphisme si
bien que le morphisme pre´ce´dent se re´e´crit, compte tenu du lemme pre´ce´dent, sous la forme :
(B.2.1) i∗LΛ2Ω1X/S
∼
→ LΛ2Ω1X/Z .
B.3 Lemme. — Pour tout complexe K ∈ Dbcoh(X), a` support dans Z, le morphisme
canonique RΓ(X,K )→ RΓ(X/Z ,i
∗K ) est un isomorphisme.
De´monstration. — Il re´sulte de [Gro69] iii 5.1.2, que le morphisme RΓ(X,K )→ RΓ(X̂,i∗XK )
est un isomorphisme, ou` iX : X̂ → X de´signe le morphisme canonique. Notons k l’immersion
ferme´e de sche´mas formels : X/Z
k
↪→ X̂. Comme dans le cas non formel, les foncteurs de´rive´s
Rjk∗ e´value´s en un faisceau cohe´rent sont nuls pour j > 0 : cela re´sulte de la description du
foncteur k∗ dans le cas ou` X, et donc X̂, sont affines (cas auquel on peut se ramener). Le com-
plexe i∗XK =: K̂ e´tant a` support dans X/Z , la fle`che d’adjonction K̂ → k∗k
∗K̂ = k∗i∗K
est un isomorphisme. Le re´sultat en de´coule.
Finalement, on a la chaˆıne d’e´galite´s suivante :
χ(X,LΛ2Ω1X/S)
de´f
=
∑
i
(−1)ilongARΓ(X,L
iΛ2Ω1X/S) (somme finie car LΛ
2Ω1X/S ∈ D
[−2,0]
parf (X))
= longARΓ(X/Z ,i
∗
LΛ2Ω1X/S) (d’apre`s B.3)
= longARΓ(X/Z ,LΛ
2Ω1X/Z ) (d’apre`s B.2.1)
de´f
= χ(X/Z ,LΛ
2Ω1X/Z ).
De meˆme pour X ′. Comme, par hypothe`se, X/Z
∼
→ X ′/Z , on a le re´sultat souhaite´ graˆce
au the´ore`me de Bloch (0.5, en dimension 1).
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